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ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫПУСКА КОМПЛЕКТОВ ИЗДЕЛИЙ И ИНТЕНСИВНОСТЕЙ  
ИХ ИЗГОТОВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ СЛУЧАЙНОГО СПРОСА
Рассматривается	задача	оптимизации	на	ряде	временных	интервалов	программы	выпуска	производственной	ли-
нией	комплектов	изделий	нескольких	наименований	и	интенсивностей	их	изготовления.	Линия	состоит	из	ряда	ли-
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OPTIMIZING THE OUTPUT OF PRODUCT BATCHES AND INTENSITY  
OF THEIR MANUFACTURE UNDER RANDOM DEMAND
The	problem	of	optimizing	the	output	of	multi-product	batch	and	the	intensities	of	its	items	manufacture	in	the	production	
line	 over	 a	 number	 of	 time	 intervals	 is	 considered.	 The	 line	 has	 a	 linearly	 ordered	 multiple	 positions	 without	 buffers.	






and/or	 penalties	 for	 unmet	 demand	on	products	 is	 used	 as	 objective	 function.	Manufacturing	 cost	 depends	on	processing	
intensities	to	be	defined	and	increases	with	an	increase	in	the	number	of	batches	produced	in	the	current	interval.	Storage	cost	
of	unclaimed	product	units	as	well	as	penalty	for	product	units	not	supplied	to	the	customer	do	not	decrease	with	the	increase	




и	хранение	посвящен	ряд	исследований	 (см.,	напр.,	 [1–4]).	Бóльшая	их часть	касается	выпуска	
изделий	одного	наименования.	Вместе	с	тем	внимание	многих	исследователей	привлекают	также	
задачи планирования	размера	партий	для	одновременного	выпуска	группы	различных	изделий.	







группы	изделий	постоянного	 состава	 (далее	–	 комплекта	изделий)	и	интенсивностей	их	из	го-











Исследованию	 стохастических	 многопродуктовых	 задач	 планирования	 размера	 выпуска	
производственной	системой	на	конечном	наборе	временных	интервалов	при	случайном	спросе	
посвящены,	 в	 частности,	 работы	 [6–8].	 В	 этих	 исследованиях	 допускался	 отложенный	 спрос	 
на	невыполненные	заказы.	В	 [6]	неопределенность	спроса	моделировалась	деревом	сценариев,	
что	позволило	свести	 задачу	к	многостадийной	смешанной	целочисленной	 задаче	стохастиче-

























ванных	 программ	 выпуска	 комплектов	 изделий	 и	 интенсивностей	 их	 изготовления	 исходя	 
из	уточненного	(по	текущей	информации)	возможного	вероятностного	спроса	на	различные	из-
делия	комплекта.	
1. Постановка задачи и математическая модель. Рассматривается	задача	управления	про-














и/или	штрафов	 за	 неудовлетворенный	 вовремя	 спрос	 на	 некоторые	из	 них.	Предполагается,	 что	 
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изделия	выпускаются	идентичными	комплектами,	каждый	из	которых	включает	hd	изделий	 





Диапазоны	 [ , ]dt dtdtL = λ λ  возможного	 спроса λdt	 на	 каждое	из	изделий	d ∈ D	 в	 интервалах	 
t =	1,…,n	и	функции	распределения	Pdt(λdt)	этого	спроса	на	Ldt	предполагаются	заданными,	причем	
все	λdt	считаются	взаимно	независимыми	случайными	величинами	и	0 .dtdt≤ λ ≤ λ  







штрафов	за	недопоставленные	изделия	d ∈ D	в	интервале	 t	предполагаются	известными	для	
каждого	 интервала	 t =	 1,…,n,	 причем	 эти	 функции	 не	 возрастают	 при	 ydt <	 0,	 не	 убывают	 
при	ydt >	0	и	Hdt(0)	=	0.	












dt d d r dt
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	функции	распределения	 ( )dt dtP Λ  
величин	 dtΛ 	 в	 диапазоне	
1 2[ , ]dt dt dtΛ = Λ Λ 	 их	 возможных	 значений	 определяются	 сверткой	






















































	Далее	под	парой	 ij	подразумевается	блок	 j ∈ J,	выполняющий	 









В	данной	работе	предполагается,	что	выбираемая	интенсивность	обработки	изделий	блоком	j ∈ J 
остается	одинаковой	для	всех	обрабатываемых	им	изделий	комплекта,	т.	е.	не	изменяется	от	так-
та	к	такту	в	течение	текущего	временного	интервала	t,	t =	1,…,n.	Обозначим	эту	интенсивность	
(являющуюся	искомым	параметром)	через	zjt	и	положим	zt =	(zjt|j ∈ J)	и	z =	(zt|t =	1,…,n).
Предельное	количество	 tx  комплектов,	которое	может	быть	выпущено	в	интервале	t =	1,…,n, 
исходя	из	производственных	условий,	предполагается	известным.	













∈ =   ∏Z
длительность	обработки	в	интервале	t изделия	блоком	j ∈ J	в	такте	i ∈ I	и	длительность	этого	
такта	равны	Vijzjt	и	max{Vijzjt| j∈Ji}	соответственно,	а	затраты	на	обработку	изделия	блоком	j ∈ J 
в	такте	i ∈ I	и	затраты	времени	на	восстановление	ресурсов,	отнесенные	к	этой	обработке,	равны	
соответственно Vij fijt(zjt)	и	Vijϕijt(zjt).	






Таким	 образом,	 при	 принятых	 предположениях	 общие	 затраты	F
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2t(zt)xt ≤ Tt,		t =	1,…,n,	 (3)
 x
t 
∈	[0, tx ],		t =	1,…,n,	 (4)





Следует	отметить,	что	в	реальных	ситуациях необходимость	решения	задачи А может	возни-
кать	по	завершении	каждого	временного	интервала	t,	когда	уже	известны	фактические	значения	 drλ  











+ − λ∑ 
то	задачу	планирования	на	оставшиеся	временные	интервалы	можно	рассматривать	как	задачу	А 
на	n –	t интервалах	t +	1,…,n	с	исходными	величинами	ydt	вместо	yd0	и	уточненными	функциями	рас-
пределения	спроса	на	этих	интервалах.














Нетрудно	 показать,	 что	 если	 zt
























= ∑ 	 –	 кумулятивное	 число	 выпущенных	 комплектов	 изделий	 за	 t	 временных	 интер- 












–	 ( ) { ( )}dtdt t dt d t dtH s M H h sΛ= − Λ 	–	математическое	ожидание	затрат	в	интервале	t	на	хране-
ние	невостребованных	изделий	либо	на	штрафы	за	недопоставленные	изделия	d ∈ D для	состояния	st; 
–	Θt(st)	–	наименьшее	значение	функции	 1
1 1
( ) ( )
t t
r r i ir r dr r
r i I r d D
R x k E x H s




∑ ∑ ∑ ∑  	средних	сум-














Поскольку	 [ ]{ }* min ,) ,( | 0n n n ns s sΨ Θ ∈= 	 то	 решение	 подзадачи	 C	 может	 быть	 получено	 
с	использованием	следующего	рекуррентного	соотношения	динамического	программирования:
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s s ss s xsH s 	 (6)
  







Трудоемкость	 решения	 исходной	 задачи	 А	 по	 предлагаемой	 декомпозиционной	 схеме	
складывается	из	трудоемкостей	трех	основных	компонент:	вычисления	значений	функций	Rt(xt)	




∑   	 для	 различных	 значений	












∑  t =	 1,…,n,	 а	 также	 решения	 подзадачи	 С	 верхнего	 уровня	 
при	 известных	 значениях	 этих	 функций.	 Поскольку	 достаточно	 однократного	 вычисления 




∑   	для	каждых	 [ ]0, ,ttx x∈  [ ]0,t ts s∈  	и	t =	1,…,n,	то	число	вычисляемых	















Трудоемкость	решения	подзадачи	Bt(xt)	при	фиксированных	 [ ]0, ,ttx x∈ 	и	t =	1,…,n	определя-



















В	свою	очередь	трудоемкость	вычисления	функций	 ( )dt tH s 	для	фиксированного [0, ]t ts s∈  
определяется	сложностью	функций	Hdt(ydt)	затрат	на	хранение	невостребованных	изделий	или	штра-
фов	за	недопоставленные	изделия	d ∈ D	 в	интервале	 t,	диапазонами	 [ , ]dt dtdtL = λ λ  возможных	
значений	спроса	λdt	и	видом	функций	Pdt(λdt)	распределения	этого	спроса	λdt,	d ∈ D,	t =	1,…,n.
При	предположении,	что	сложность	вычисления	функций	Hdt(ydt)	не	зависит	от	ydt,	t =	1,…,n,	
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λ − λ  
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∑ ∑ ∑
Наконец,	 при	 решении	 подзадачи	 С	 необходимая	 для	 хранения	 значений	 функций	 Rt(xt)	 



































меньшее	число	вычислений	значений	функций	Rt(xt)	и	 ( ).dt tH s 	На	первом	этапе	решения	можно	
ограничиться	 рассмотрением	 лишь	 таких	 программ	 выпуска	 x =	 (x
1

















∑ ∑  	которые	кратны	принятому	числу	a,	t =	1,…,n.










методом	динамического	 программирования	 оптимизируются	 количества	 выпускаемых	 комплектов	
для	всех	интервалов.	Если	зависимости	удельных	(отнесенных	к	единице	объема)	затрат	на	обра-
ботку	изделий	от	принимаемой	ее	интенсивности	представляются	для	каждого	блока	инстру-
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